10 Kombinatorikk

10.1 Binomialkoeffisienter
> restart .

Koeffisientene i polynomet (a + b)" kalles binomialkoeffisienter og skrives
n n!
(k) Ckl(n—k)!
> expand( (a + b)G)

A+6a°b+ 154" +20a° b + 154" b+ 6ab’ + b°
Maple har en egen kommando for binomialkoeffisientene.

* binomial(n, k) beregner binomialkoeffisienter der n er eksponenten i potensen og k angir den £'te

koeffisienten nér potensen beregnes, k gar fra 0 til n.

Koeffisientene i (a + b)" faes ved

(o) G GG () (56

1,6, 15,20,15,6, 1

Eller skrevet litt kortere ved hjelp av seq.

< e (€] =0.6)

De 7 forste rekkene 1 Pascal's trekant kan vises slik

> (8), seq( (llc)’ k=0..1 ); Seq( (lzc)’ k—O..2); seq( (2), k—O..3j; seq( (2), k—O..4);
seq( (Z), k=0..5); Seq( (Zj, k=0..6)

1,6,15,20,15,6,1

1
1,1
1,2,1
1,3,3,1
1,4,6,4, 1
1,5,10,10,5, 1
1,6,15,20,15,6, 1

Ellers viser binomial(r, k) hvor mange mater vi kan velge k elementer ut av n pé nér rekkefolgen er
uten betydning.

10.2 Terningkast

Simulering av kast med en terning kan gjeres 1 Maple ved kommandoen rand.

* rand( ) gir et tilfeldig tall med 12 siffer
rand(a..h)() gir et tilfeldig tall melloma og b



« TilfeldigTall (a, b, n) gir n tilfeldige tall mellom a og b

a, b, n

> rand( )

620436917936

> rand(1..6) ()

50 terningkast gir:
> L := TilfeldigTall(1, 6, 50)

L:=15115,1,3,2,4,3,5,1,6,2,4,5,4,3,4,1,3,4,6,4,6,3,4,3,2,5,2,2,4,3,6,5,3, 5,

4,3,5,2,5,4,4,4,2,2,5,5,3]

> sort(L)

(1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,3,3,

5,5,5,5,5,5,5,6,6,6,6]

Med 6000 terningkast kan resulatet se slik ut:
> T = TilfeldigTall (1, 6, 6000) :

3,3,3,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,5,5,5, 5,

> HistoGram (T, abs, 6, color = grey)

The height of each bar

is the exact number of data points in the bi
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> HistoGram (T, rel, 6, color = grey, title="")

> FrekvensTabell(T, 6, 4)



Klassebredde Antall Prosent Antall(kumulativ)
1...1.833 976. 16.27 976.
1.833..2.667 983. 16.38 1959.
2.667..3.500 1008. 16.80 2967.
3.500..4.333 1029. 17.15 3996.
4.333..5.167 993. 16.55 4989.
5.167 ..6. 1011. 16.85 6000.

Prosenttallene er noe forskjellig. Kaster vi mange nok ganger ber det vere 16.67 % sannsynliget for
at vi far opp ett av tallene fra 1 til 6.

> Middelverdi([16.68, 17.52, 16.53, 15.87, 16.58, 16.82])
16.6666666666667

10.3 Mengdeoperasjoner

> restart .

Unionen av to hendelser 4 og B betegnes 4 U B.

* A union B definerer unionen mellom mengdene 4 og B, A U B

* A intersect B definerer snittet mellom mengdene 4 og B, A N B

* A minus B definerer mengdedifferensen 4\ B

> "A union B'=A union B; >"A intersect B'=A intersect |> A minus B'=A minus B;
A union B=AUB B; A minus B=A\ B
A intersect B=ANB

Eksempel 10.3.1

Gitt mengdene 4 ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13}

og mengdene B={2,4,6,8,10,12}, C={1, 11,12, 13}

FiinBU C,BNC,AN\NB,A\C

Lesning

>A4:=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13}
A:=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12, 13}



> B = {2,4,6,8,10,12}
B:={2,4,6,8,10,12}

> C = {1,11,12, 13}
C:= {1,11,12,13}

> B U C'=Bunion C > ‘B N C =B intersect C
BUC={1,2,4,6,8,10,11,12,13} BNC={12}

>4 \ C'=4 minus C >4 \ B'=A4 minus B
ANC={2,3,4,5,6,7,8,9,10} ANB={1,3,57,9,11,13}

10.4 Kombinatorikk

* n! beregner n-fakultet

> 10!"=10!
10!/=3628800

Enhver ordning av et antall elementer kaller vi en permutasjon av elementene.

Ordnet utvalg uten tilbakelegging

 permute (L) gir en liste med alle permutasjoner av elementer i listen eller mengden L

Et utvalg av elementer der rekkefolgen er av betydning kalles et ordnet utvalg. En liste i Maple
(elementer 1 en hakeparentes, [ ]) er et ordnet utvalg. Trekker vi ut et element fra en liste med
elementer  ganger etter hverandre uten 4 legge tilbake det elementet vi trakk ut, far vi det som kalles
ordnede utvalg uten tilbakelegging.

 permute (L, ) gir en liste med ordnede utvalg pa » elementer trukket fra listen L

» numbperm() antall permutasjoner

numbperm(Z, ) antall permutasjoner » elementer i listen L

Uordnet utvalg uten tilbakelegging
Nér vi ikke tar hensyn til rekkefolgen av elementene 1 et utvalg har vi et uordnet utvalg.

* choose(L) gir en liste /mengde med uordnede utvalg i listen/mengden L

choose(L, r) gir en liste/mengde med uordnede utvalg der » elementer i L kombineres

» numbcomb(Z) eller numbcomb(Z, r) gir antall uordnede utvalg ( = binomial (L, 1))

> with(combinat) :

Eksempel 10.4.1

a) Skriv ned alle permutasjoner av elementene i listene

[1,2],[1,2,3],[1,2,3,4]

b) Hvor mange tosifrede tall kan vi lage av sifrene 1, 2, 3,4, 5 nar hvert siffer bare skal



forekomme én gang i tallet?
Leosning

> a)
>L:==]1,2]
> permute(L)
L:=11,2]

[[1,2][2, 1]]

> numbperm (L)

>L:=11,2,3,4]:
> permute(L)
[[1929 394]3 [1327 433]7 [1737 274]7 [17 39 49

2],[1,4,2,3],[1,4,3,2],[2,1,3,4], [2,

1,4,3],[2,3,1,4], [2,3,4,1], [2,4, 1,

31,(2,4,3,1],[3,1,2,4], [3,1,4,2], [3,

2,1,4],[3,2,4,1],[3,4,1,2], [3,4,2,

1],[4,1,2,3],[4,1,3,2], [4,2,1,3], [4,

2,3,1],[4,3,1,2], [4,3,2,1]]

> numbperm (L)
24

Eksempel 10.4.2

>L:=11,2,3]:

> permute(L)

[[1,2,3],[1,3,2],[2,1,3],[2,3,1], [3, 1,
2], [3,2,1]]

> numbperm (L)

> b)
>L:=11,2,3,4,5]:

> permute(L,2)

[[1.2][1,3] [1,4], [1.5].[2 1], [2.3], [2,

41 [2,5] [3, 1], [3, 2], [3, 4], [3, 5], [4,
1], [4,2], [4,3], [4.5] [5, 1], [5, 2], [5,
33 [5,4]]
> numbperm (L, 2)
20

Hvor mange delmengder med tre elementer har mengden {1, 2, 3,4, 5}?
Hvor mange tresifrede tall kan vi lage av sifrene 1, 2, 3, 4, 5 nar hvert siffer bare kan forkomme én
gang i tallet og sifrenes rekkefolge er uten betydning?

Lesning

>L:=11,23,4,5]
L=11,2,3,4,5]

> choose(L, 3)
[[13233]7 [15274]7 [17275]7 [1a374]9 [19 39

51,[1,4,5],[2,3,4],[2,3,5], [2,4, 5],
[3,4,5]]

> numbcomb(L, 3)
10

Eksempel 10.4.3

> Binomial(5, 3) = (5)

som er det samme som

3

>

Binomial(5,3) =10

I Lotto blir det trukket sju vinnertall av 34 tall. I tillegg skal det trekkes tre tilleggstall.
Regn ut vinnersjansene nar du tipper én rekke ( sju tall) for & fa

a) forstepremie (sju rette)



b) andrepremie (seks rette + ett tilleggstall)
¢) fjerdepremie (fem rette)

d) femtepremie (fire rette + ett tilleggstall)
Lesning

> restart:

a)

Binomial(n, 7) gir antall mulige mater a velge r
tall av n pa. Sannsynlighet for & vinne
forstepremie er

1
>P(Tr)=—c

(7)

P(7r)

]
5379616

> evalf (76, 3)
P(7r)=186%10""

o) 1) (4)
(7)

P(6r+1)=

>P(6r+1)= (

21
5379616

> evalf (%, 3)
P(6r+1)=390x107°

Produktet over bestar av:
Mater & velge seks av sju tall:

- (TN (7
6 6
Mater 4 velge ett av tre tall:

SOR0
HE

Ingen av de andre 24 tallene er med. Méter &
velge 0 av 24 tall:

- '(204)': (204)

Maplekommandoen
* Lotto(lotto) skriver ut en Lotto kupong

©)
7\ (27
B
P(5r)= %

> evalf (%)
P(5r) =0.001370172146

Det blir premie om du har ett, to eller tre
tilleggstall.

>P(4r+1)= (32)((1) Gj (224)

ARG OE)

> evalf (%, 3)
P(4 7+ t) =0.00586



Lotto(vikinglotto) skriver ut en Viking-Lotto kupong

> Lotto(lotto)

6 16
8 11
1 3
19 20
6 8
2 9
3 5
6 8
3 8
1 3

Lotto

18

12

23

12

17

18

14

18

25

19

24

24

23

22

29

22

27

26

10

25

27

25

25

31

23

> Lotto(vikinglotto)

12

15

13

23

13

24

11

13

15

18

10

15

26

Viking Lotto
13 17
22 33
32 33
16 36
17 23
22 23
24 29
21 24
22 41
27 29

18

38

35

42

35

43

41

40

43

34




